SISTEMI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA - ZADACI

NORMALNI OBLIK

1. ReSi sistem jednacina:

dx

—=-Tx+

dr g

dy

—=-2x-2

dr Y

ReSenje:

Sta je ideja kod ovih zadataka?
Jednu od jednacina diferenciramo, to jest nademo izvod cele jednacine i tu zamenimo drugu jednacinu.

Moramo da napravimo da ostane samo jedna nepoznata !

dx

? =-Tx+ y

dt prvo uvedemo oznake x* i y' da bi lakSe radili....naravno daje x" =x'(t) 1 y =y (t)
y

—=-2x-5

dr Y

x==Ix+y . e ‘ o :
. iz prve jednacine izrazimo y =X + 7x, a nju diferenciramo

y'=-2x-5y

x'==Tx+y . . ) .. ) . . o .
N sad y' zamenimo u prvu jednacinu, a i ovo §to smo izrazili (y =x" + 7x)

y=—2x=0y

X'=-Tx+(2x-5y)=-Tx2x-5y =-Tx-2x-5(x+7x) = -7x-2x - 5x-35x = -12x-37x

X '=—-12x-37x

x+12x+37x =0 otarasili smo se od y, pa sad radimo kao d.j. drugog reda, dakle prvo karakteristicnu jednacinu
2 +1224+37=0
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Da vas podsetimo malo teorije iz ovog dela...



LINEARNA HOMOGENA D.J. SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA
y +a;y +azy=o

Njoj najpre pridruzujemo karakteristi¢nu jednacinu:
A +ai+a, =0
U zavisnosti od reSenja karakteristi¢ne jednacine razlikujemo tri slucaja:

1) A,i A, su realna i razli¢ita, onda je : y(x)=c,e™ + c,e’™™
2) A,i A, surealna i jednaka redenja , onda je : y(x)= c,e™ +x c,e™"
3) A1 A4, su konjugovano kompleksni brojevi : A =a+bi, 1,=a-bi, onda je:

y(x)=c;e™*cosbx+c,e* sinbx

PoSto su naSa reSenja A, =—-6+i,4, =—-6—1i, oCiglednoje a=-6 1 b=1, paje reSenje:

-6 —6t -+
x, =ce ' cost+c,e " sint

Da nademo sada y;. Ve¢ smo izrazili y=x"+ 7x ali ovde treba x’, pa ¢emo dobijeno reSenje po x diferencirati i

to zameniti u ovo.

x, =ce * cost+c,e” sint

x',=c,(~6e ™ cost —e * sint) +c,(—6e * sint +e * cost) zamenimou y=x +7x
vi= c,(=6e* cost —e * sint) +c,(~6e ™ sint +e ™ cost)+ 7 (c,e™ cost +c,e " sint)
yi= —c,6e cost—c,e™ sint—c,6e ™ sint+c,e* cost+ 7c,e” cost+7c,e” sint
y, =c,e " cost—c,e " sint+c,e sint+c e cost

y, =c,(e cost—e * sint)+c, (e sint+e ™ cost)

Dakle , kona¢no resenje je :

-6 —6t -+
x, =ce ' cost+c,e " sint

y, =c,(e cost—e " sint)+c,(e”* sint + e cost)




2. Resi sistem jednacina:

ﬁ—x+2 +t
dr Y
dy
—=2x+y+t
dr g
ReSenje:
X=x+2y+t . . o .
. ne zaboravimo: X =x(t) 1 y =y (t)
y=2x+y+t

Kao i malopre, prvu jedna¢inu ¢emo diferencirati x'* =x" +2y" + 1,1y’ zameniti iz druge jednacine.

Y moramo izraziti iz prve i to zamenitiu X =x" +2y + 1.

X—x—t

X=Xx+2y+t=>2y=x—x—-t=>y= 5

xT=x"+2y +1
X=x+2(x+y+t)+1
X =xH2x+2y+2t+1

xXx—-x-—t

x=x+2x+2 +2¢t+1 sredimo...

x-2x-3x=t+1 ovo je nehomogena linearna d.j.( podseti se...)

x ' 2x-3x=0
A -24-3=0
2+4 . . . .
A, = 5 = A, =-1,4, =3 paje homogeno reSenje po x jednako:

3t

x,(H)=ce" +c,e’ Sadaimamo 2 opcije: Metodu varijacije konstanata ili metodu neodredenih koeficijenata.

Mislimo da je bolje(lakse) i¢i na neodredene koeficijente.
X=At+B

X' =A Ovo zamenimou x —2x-3x=¢+1
X'=0



2A-3(AtHB)=t+1

2A-3At3B=t+1

-3At-2A-3B=t+1 pajeodavde -3A=1 1 -2A-3B=1 paje 4 :—l 1 B :—é , to jest

je resenje po x

Kakoje y = -

oo . o v t 1. .
,naci ¢emoizvod od x, =ce” +c,e”’ ———— 1tozamenitiuy.

1 1 1 .
I
y, =—ce ' +c,e’

Dakle, kona¢no reSenje je :

1
X, =ce +cze3’———§
t 3t 1
y, =—ce +c,e 3%
3. Resi sistem jednacina:
dy
—=y+z+x
dx 4
%——4y—3z+2x



ReSenje:

y‘ yrz+tx . () . ()
ovde je z=z(x) i y=yXx
Z‘— —4y—32+2x J

Izrazimo z iz prve jednaline y'=y+z+x= y—-y—-x=z

Diferencirajmo prvu jednacinu:

vy '=y+4+z+l 1izamenimoovdez 1 z

V'=y+(-4y-3z+2x)+1 =y—4y-3z+2x+1=y-4y-3(y—-y—-x)+2x+1
y=y-4y-3y+3y+3x+2x+1 sredimo...

y ' +2y+y=5x+1 ovo je nehomogena linearna d.j. drugog reda

y 42y +y=0
A +21+1=0
B
Ay = 2%0 =>4 =-1,4,=-1

y.(H)=ce ™ +c,xe " nasli smo homogeno resenje, opet biramo metodu neodredenih koeficijenata

Y= Ax+B
Y'=A ovo menjamou y +2y+y=5x+1
Y''=0

0+24+ Ax+B=5x+1

Ax+2A+B=5x+1 pajeodavde A=5 i 2A+B=1, to jest A=5 i B=-9

Y=Ax+B paje Y =5x-9, vratimo se u homogeno resenje

y.(H)y=ce " +c,xe™ +Y

Y, =ce " +cy,xe +5x—9 dobili smo reSenje po y, sad da nademo po z, ali najpre da nadjemo izvod od yy

X

y . . =—ce +c,(e" —xe*)+5 zamenimou z=y-y—x
zy=—ce +cy,(e" —xe)+5- (cje” +c,xe” +5x-9)—x sredimo

zy= (¢, —2¢, —2c,x)e”" —6x+14 dobili smo reSenje po z



dakle, konacno resenje je :

y,=ce " +cxe " +5x-9

zy = (¢, —2¢, —2c,x)e " —6x+14

4. ReSi sistem jednacina:

Bz
i
L
dt
g
a7
ReSenje:
X=y+z
y=x+z Naravnoiovde jex =x'(t), y =y (t) iz =z (t)
z=x+y

Prvu jednacinu ¢emo diferencirati: x"'= y+z' ituzamenitiy iz , dakle:
X'=y+z=(x+z)+(x+ty)=2x+y+z apoStoje x=y+z toje

X =2x+x odnosno x"-x -2x=0

X -x -2x=0 ovo je homogena linearna d.j. drugog reda

A*—A-2=0 Kkarakteristi¢na jednacina

1+3 .
A :T:> A, =-1,4, =2 pajereSenje pox:

x, =c,e”’ +c,e’ Sada trazimo reSenja po y i po z .Vratimo se na pocetni sistem:

X=y+z
y=x+z Oduzmimo od treée prvu jednacinu!
Z=x+y

t

z -x =x-z Ovde éemo zameniti X sa onim §to smo izraunali x, = c,e”" +c,e” a kad nademo izvod od ovoga

dobijamo i x°



x, =ce’ +c,e”

x,=—ce’ +2c,e”

Z -X =X-2Z zamenimoXix

z - (—ce” +2c,e”)=ce” +c,e’-z ovo malo prisredimo...
2z +z=3c,e” Ovo jelinearna d.j. poz

z(t)= eijpmdt

(cs+| ae!”"" dr)

j p(t)dt :jldt =1

z(ty=e ' (c; + J-3czez’e’dt)

z(ty=e (e + 302J-e3’dt) = e ' (¢; + 3¢, %€3Z)= e'(c; +c,e’)=e'c; +c,e”
Tako smo dobili i reSenje po z : z(t)y=e 'c, +c,e’

Jos da nademo reSenje po y!

y =x+z=ce" +c,e’+e'c, +c,e”
y = (¢, +¢;)e” +2c,e” ovo naravno integralimo da bi dobili y
Vi = _[ [(c, +cy)e” +2¢c,e™ dt=—(c, +c;)e”" +c,e”

Dakle y=-(c, +c;)e” +c,e”

Konac¢no je :

L 2
x, =ce’ +c,e

- 2

yi= —(c, +¢y)e” +c,e”

- 2
zi=e'¢c; +c,e”




x'—2x—4y =cost

5. Resi sistem jednacina: i nadi reSenje za koje je x(0)=4 i y(0)=1

Y+x+2y=sint

ReSenje:

Najpre ¢emo iz prve jednacine izraziti y:
x'—2x—4y =cost

x'—2x—cost =4y

X' —2x —cost

y= 1

Sada ¢emo diferencirati prvu jednacinu iz sistema:
x'—2x—4y =cost

x -2x-4y’=—sint ovde zamenimo y’

X" -2x" -4(sint—x —2y)=-sint

X' '-2x" -4 sint + 4x +8y =-sint zamenimo y

“ . . x—2x —cost ) .
X' - 2x' - 4 sint + 4x +8f= -sint sredimo...

x " =3sint+ 2cos t diferenciramo

x'= J-(3sint +2cost)dt = -3cost +2sint +c,
x'=-3cost+2sint+c, opet diferenciramo
X = j(—3cost +2sint +c¢,)dt =—-3sint —2cost +c,t +c, Dakle, nasli smo x;

X¢= —3sint—2cost+c¢,t+c,

x'—2x —cost

Dabinasliy, po¢i¢emood y= 2

X—=2x—cost _
y=———"7—"=

1 %[(—3cost+2sint+c1)- 2(—3sint —2cost +c,t +c, )- cost] sredimo...

yt=%(85int—201t—2c2+cl)



Dobili smo opste reSenje:

X¢= —3sint —2cost+ ¢t +c,

yt=%(8sint—2c1t—2cz+cl)

Da nademo ono koje zadovoljava uslove: x(0) =4 i y(0)=1

4= -3sin0—-2cos0+c,0+c, odavde je oCigledno c,=4
1= i( 8 sin 0—2¢;0 — 2¢, + ¢;) odavde dobijamo c¢;= 16

Trazeno resenje koje zadovoljava date uslove je :

X¢= —3sint—2cost+16¢+4

ye= 2sint-8t+1

SIMETRICNI OBLIK

1. NalaZenjem prvih integrala reSi sistem:

& _dy _ ds
Xz yz —Xp

ReSenje:

Uzecemo prva dva Clana ove jednakosti:

dx dy . y e

— =— ocigledno mozemo sve pomnoZiti sa z
Xz yz

dx _dy

x dy . .
— =— integralimo



—:jﬂ paje 1n|x|:ln|y|+ln|c1| odnosno 1n|x|:ln|ycl| a odavde je |x|:|ycl| to jest
y

X=yc; paje ¢ = X prvi prvi integral .
y
Dakle ¢, = X je prviprviintegral.
y
U vedini zadataka nije tesko naci prvi prvi integral, ali kod drugog prvog integrala nastaju problemi...

Uvek imate opciju da iz dobijenog resenja izrazite jednu nepoznatu i to zamenite u pocetnu datu jednacinu.

Mozete probati da preko nekog trika olakSate sebi posao.....Recimo za na$ primer :

ax = i = dz Ideja je da prvom ¢lanu jednakosti dodamo y i gore i dole,a drugom ¢lanu x
Xz Yz =Xy
ydx = xdy = dz Saberemo sad prva dva ¢lana jednakosti
YXz  Xyz —Xy
yax +xdy __dz ydx + xdy moZemo zapisati kao ydx + xdy = d(xy)
2xyz — Xy
d(xy) dz "
RASCAAS sve pomnozZimo sa xy
2xyz =Xy
d d. . . . . .
Ly) - odavde je d(xy) =-2z dz pa kad to integralimo, dobijamo xy = 7> +¢, odakle je e=xy + A

2z -1

a to je trazeni drugi prvi integral

ReSenje je dakle: ¢ = X prvi prvi integral

C,=Xy+ 7’ drugi prvi integral

Ove dve relacije definiSu opsti integral sistema!



2. NalaZzenjem prvih integrala reSi sistem:

ReSenje:

Sabra¢emo prva dva ¢lana jednakosti:

dx+dy  dz ..
= SVe pomnozimo sa y - X
y-—x y-x
dx +dy=dz ovo integralimo
x+y=z+c; odavdeje c=x+ty-z evo ga prvi prvi integral

Izrazimo odavde z = x + y — ¢; 1to zamenimo u prva dva ¢lana jednakosti

dx B dy
y=-(x+y-c) (x+y—-c)—x

de  dy
—X=6  Y=q

napravimo male izmene...

oslobodimo se zagrada i prisredimo...

L4 = 27%  Gdnosno y'= rTa paje y=-— Y1 9 odavde je
dx —-x-c¢ -x—c x+c¢ x+c¢
D - .
v+ = a ovo je linearna d.j. prvog reda
x+c¢, x+g¢
~[ px)ax [ pCod
y@) =" ey + [a(n)e! " )
1
jp(x)dx 2_[ dx = 1n|x + c1|
x+c¢
—jp(x)dx jp(x)dx _ —Injx+q| (o _ 1
Y =" e, + [qoe " dxy=e M ey + [ (x4 ) =
x+c xX+c,
1 ) ) ) )
y= (c, +¢,x) vratimo ovde da je c=x+y-z 1 sredimo...

x+c

(c; +¢,x)

Dakle:



1
y=————(c, tx(x+y—2))
X+x+y—-z

e, +xtHxy—axz

2x+y-—-z
2xy+y’ —yz=c,+x" +xy—xz odavde izrazimo c,
2xy+y’ —yz—x" —xy+xz=c, tojest
c,=xy+y> —yz—x"+xz jedrugiprviintegral

Relacije koje definiSu opsti integral sistema su :

c=x+ty-z prvi prvi integral
¢, =xy+y’ —yz—x’+xz drugiprvi integral

Necemo vas viSe ovde muditi sa sistemima u simetri¢nom obliku jer se parcijalne diferencijalne jednacine

rade preko ovakvih sistema, pa ¢emo tu “ utvrditi gradivo”.



